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A B S T R A K T
T at o pr á c e p oj e d n á v á o pr o bl e m ati c e f u n k ci o n ál nı́ c h r o v ni c. N ej pr v e d e fi n uj e m e z á kl a d nı́
p oj m y k p o c h o p e nı́ p oj m u f u n k ci o n ál nı́ r o v ni c e. V d al šı́ k a pit ol e p o pis uj e m e d v ě z á kl a d nı́
m et o d y, kt er ý mi l z e f u n k ci o n ál nı́ r o v ni c e ř e šit. V hl a v nı́ č á sti s e z a m ě řı́ m e n a el e m e nt á r nı́
f u n k c e a j eji c h vl ast n osti, kt er é t v o řı́ n ej d ůl e žit ěj šı́ u či v o m at e m ati c k é a n al ý z y n a st ř e d nı́
š k ol e. U k á ž e m e m o ž n ost pr o p oj e nı́ el e m e nt á r nı́ c h f u n k cı́ a f u n k ci o n ál nı́ c h r o v ni c. N a k o n e c
v y ř e šı́ m e n ě k oli k k o n kr é t nı́ c h p řı́ kl a d ů p o m o cı́ pr e z e nt o v a n ý c h m et o d a r o v ni c. C el á pr á c e
j e d o pl n ě n a o t e or eti c k é d e fi ni c e a d o k á z a n é vl ast n osti a v ě t y p ot ř e b n é pr o p o c h o p e nı́
j e d n otli v ý c h kr o k ů ř e š e nı́.
K L Í Č O V Á S L O V A
el e m e nt á r nı́ f u n k c e, f u n k ci o n ál nı́ r o v ni c e
A B S T R A C T
T his t h esis d e als wit h t h e pr o bl e m ati cs of f u n cti o n al e q u ati o ns. First of all w e d e fi n e t h e
b asi c c o n c e pts t o u n d erst a n d t h e t er m of f u n cti o n al e q u ati o n. T h e n e xt c h a pt er d es cri b es
t w o b asi c m et h o ds b y w hi c h f u n cti o n al e q u ati o ns c a n b e s ol v e d. I n t h e m ai n p art w e
will f o c us o n el e m e nt ar y f u n cti o ns a n d t h eir pr o p erti es, w hi c h f or m t h e m ost i m p ort a nt
c urri c ul u m of m at h e m ati c al a n al ysis i n hi g h s c h o ol. We s h o w t h e p ossi bilit y of li n k a g e
el e m e nt ar y f u n cti o ns a n d f u n cti o n al e q u ati o ns. Fi n all y, w e will s ol v e a f e w s p e ci fi c e x a m-
pl es usi n g t h e pr es e nt e d m et h o ds a n d e q u ati o ns. T h e w h ol e w or k is c o m pl e m e nt e d b y
t h e or eti c al d e fi niti o ns a n d pr o v e n f e at ur es a n d t h e or e ms n e c ess ar y f or u n d erst a n di n g t h e
i n di vi d u al st e ps of s ol uti o ns.
K E Y W O R D S
el e m e nt ar y f u n cti o ns, f u n cti o n al e q u ati o ns
P o u ži t é s y m b ol y a z n a č e nı́
N P řir o z e n á čı́ sl a
Z C el á čı́ sl a
Q R a ci o n ál nı́ čı́ sl a
R R e ál n á čı́ sl a
R + − { 1 } Kl a d n á r e ál n á čı́ sl a b e z j e d n é
x ∈ R x j e r e ál n é čı́ sl o
f : R → R F u n k c e z r e ál n ý c h čı́ s el d o r e ál n ý c h čı́ s el
f ( 0) = 0 F u n k č nı́ h o d n ot a v b o d ě n ul a s e r o v n á n ul e
D f , Hf D e fi ni č nı́ o b or f u n k c e f , o b or h o d n ot f u n k c e f
f 2 (x ) ⇐ ⇒ (f (x )) 2 = f (x ) · f (x )
∃ , ∀ E xist uj e, pr o k a ž d é
x > 0
= Ú pr a v a j e m o ž n á z a p ř e d p o kl a d u, ž e x j e v ě t šı́ n e ž n ul a
( 4. 4 )
=  K ú pr a v ě j s m e p o u žili r o v n ost ( 4. 4)
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K a pi t ol a 1
Ú v o d
T at o pr á c e j e k o n ci p o v á n a j a k o u č e b nı́ t e xt p ř e d e v šı́ m pr o st u d e nt y b a k al á ř s k é h o st u-
di a n e b o r o z ši ř ujı́ cı́ h o m at e m ati c k é h o s e mi n á ř e n a st ř e d nı́ š k ol e. P o m o ci b y al e m ěl a
i č t e n á ř ů m, kt e řı́ s e j e n z ajı́ m ajı́ o t é m a f u n k ci o n ál nı́ c h r o v ni c. Pr á c e st a vı́ n a z á kl a d e c h
st ř e d o š k ols k é m at e m ati k y a u k a z uj e m o ž n osti pr o p oj e nı́ d v o u z á kl a d nı́ c h t é m at, kt er ý mi
js o u f u n k c e a r o v ni c e.
V pr v nı́ č á sti pr á c e s e s e z n á mı́ m e s f u n k ci o n ál nı́ mi r o v ni c e mi j a k o s p oj e nı́ m, ji ž z mı́ n ě n ý c h,
d v o u t é m at a u k á ž e m e si, j a k p řı́ kl a d y s f u n k ci o n ál nı́ mi r o v ni c e mi v y p a d ajı́. V d al šı́ č á sti
u k á ž e m e d v ě z á kl a d nı́ m et o d y, kt er ý mi l z e f u n k ci o n ál nı́ r o v ni c e ř e šit. N a v a z ujı́ cı́ k a pit ol a
j e st ě ž ej nı́ t e or eti c k o u č á stı́ pr á c e. V nı́ u k á ž e m e f u n k ci o n ál nı́ r o v ni c e, kt er ý mi l z e z a v é st
t a k z v a n é el e m e nt á r nı́ f u n k c e. N e c h y bı́ z d e t e ori e ( d e fi ni c e, v ě t y a vl ast n osti), kt er é p ři
ř e š e nı́ r o v ni c v y u žı́ v á m e. P osl e d nı́ č á st p a k o bs a h uj e k o n kr é t nı́ p řı́ kl a d y a j eji c h m o ž n é
ř e š e nı́.
N a t é m a f u n k ci o n ál nı́ c h r o v ni c js e m pr ost u d o v al vı́ c e pr a m e n ů - k ni h, p řı́ r u č e k a a b-
s ol v e nts k ý c h pr a cı́. Vel k á v ě t ši n a z ni c h t é m a p o pis uj e p o u z e z e str a n y f u n k cı́. T o z n a-
m e n á, ž e s e z a b ý v ajı́ p ř e v á ž n ě sl o žit ěj šı́ mi vl ast n ost mi f u n k cı́ z e z a d a n ý c h r o v ni c, p řı́ p a d n ě
j eji c h k o n kr ét nı́ m d o k a z o v á nı́ m. V p ř e d kl á d a n é pr á ci b y c h c ht ěl p ř e dst a vit n á v a z n ost
v ys o k o š k ols k é h o t é m at u n a st ř e d o š k ols k o u l á t k u. K o n kr ét n ě p a k t o, j a k vl ast n osti el e-
m e nt á r nı́ c h f u n k cı́, s e kt er ý mi s e v m at e m ati c e pr a c uj e d n es a d e n n ě, l z e pr o p ojit ji n ý m
ú hl e m p o hl e d u. N ě kt er é t e or eti c k é č á sti v y c h á zı́ z p u bli k a c e F u n k ci o n ál nı́ r o v ni c e o d Lj u-
b o mir a D a vi d o v a, j eli k o ž js o u sr o z u mit el n é a s n a d n o p o c h o pit el n é i pr o č t e n á ř e, kt e řı́ s e
d o p os u d s f u n k ci o n ál nı́ mi r o v ni c e mi n es et k ali.
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D e fi ni c e f u n k ci o n ál nı́ r o v ni c e
Pr á c e s e z a b ý v á ř e š e nı́ m f u n k ci o n ál nı́ c h r o v ni c a j e t e d y p ot ř e b a s e n a p o č á t k u s e z n á mit,
p řı́ p a d n ě si p ři p o m e n o ut, z á kl a d nı́ p oj m y, kt er é s tı́ mt o t é m at e m s o u visı́. F u n k ci o n ál nı́
r o v ni c e js o u ur čit ý m t y p e m r o v ni c, v e kt er ý c h v yst u p ujı́ f u n k c e, a p ot ř e b uj e m e d e fi n o v at
c o j e r o v ni c e a f u n k c e.
D e fi ni c e 1. R o v ni c e j e v ý r o k o v á f or m a v e t v ar u L (x ) = P (x ). V ý r a z L (x ) s e n a z ý v á
l e v á str a n a r o v ni c e, P (x ) s e n a z ý v á pr a v á str a n a r o v ni c e a x j e n e z n á m á. ( P ol á k, 1 9 9 1)
D e fi ni c e 2. R e ál n á f u n k c e 1 ( d ál e j e n f u n k c e) j e p ř e d pis, kt er ý k a ž d é m u b o d u x d a n é
m n o ži n y A p ři ř a z uj e r e ál n é čı́ sl o y . ( S y m b ol y x a y s e n a z ý v ajı́ pr o m ě n n é; x j e
”
n e z á visl e “
pr o m ě n n á a y j e
”
z á visl e “ pr o m ě n n á.) ( Gill m a n, 1 9 8 0)
P o z n á m k a. M n o ži n a A ( o d k u d js o u h o d n ot y x ) s e n a z ý v á d e fi ni č nı́ o b or a m n o ži n a
r e ál n ý c h čı́ s el (r es p e kti v e o d k u d js o u h o d n ot y y ) o b or h o d n ot.
S p oj e nı́ p ř e d c h o zı́ c h d v o u d e fi ni c d ost a n e m e d e fi ni ci t o h o, c o r o z u mı́ m e p o d f u n k ci o n ál nı́
r o v ni cı́.
D e fi ni c e 3. F u n k ci o n ál nı́ r o v ni c e j e v ý r o k o v á f or m a v e t v ar u L (x ) = P (x ), k d e v ý r a z y
L (x ) a P (x ) t v o řı́ j e d n a či vı́ c e n e z n á m ý c h f u n k cı́. L z e t a k é z a ps at j a k o L (f ) = P (f ), k d e
f j e f u n k c e a L , P js o u o p er á t or y.
F u n k ci o n ál nı́ r o v ni c e m ů ž e n a p řı́ kl a d v y p a d at n á sl e d o v n ě
f (x + y ) + f (x − y ) = 2(f (x ) + f (y )).
1 V pr á ci b u d e m e p r a c o v at p ř e v á ž n ě s r e ál n ý mi f u n k c e mi
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P ři ř e š e nı́ p řı́ kl a d ů s e v ž d y n a vı́ c u v á dı́ d e fi ni č nı́ o b or a o b or h o d n ot f u n k c e (f u n k cı́ ) v yst u-
p ujı́ cı́ c h v r o v ni ci. N ě k d y m ů ž e b ý t p řı́ kl a d d o pl n ě n j e š t ě o p o d mı́ n k u h o d n ot y v ur čit é m
b o d ě n e b o o vl ast n ost hl e d a n é f u n k c e. C el é z a d á nı́ úl o h y b y t e d y m o hl o v y p a d at t a kt o:
N al e z n ět e v š e c h n y kl a d n é f u n k c e 2 f : R → R , p r o kt e r é pl atı́ f ( 1) = 2 a kt e r é s pl ň ujı́
r o v ni ci
f (x + y ) + f (x − y ) = 2(f (x ) + f (y ))
Ř e š e nı́ t é t o f u n k ci o n ál nı́ r o v ni c e s e n a c h á zı́ v p řı́ kl a d u 1 1 n a str. 3 7.
2 f : R → R + , n e b o ž e f ( x ) > 0 p r o v š e c h n y x ∈ R
1 0
K a pi t ol a 3
M e t o d y ř e š e nı́ f u n k ci o n ál nı́ c h r o v ni c
P ři hl e d á nı́ ř e š e nı́ f u n k ci o n ál nı́ c h r o v ni c s e v y u žı́ v á p ř e d e v šı́ m d v o u m et o d a vl ast n ostı́
hl e d a n ý c h f u n k cı́, kt er é l z e t ě mit o m et o d a mi zjistit. D ál e si v ys v ě tlı́ m e, v č e m j e d n otli v é
m et o d y s p o čı́ v ajı́ a t e orii d o pl nı́ m e o u k á z k u, kt er á d a n o u m et o d u d e m o nstr uj e v pr a xi.
3. 1 D o s a z o v a cı́ / S u b s ti t u č nı́ m e t o d a
D os a z o v a cı́ m et o d a ř e š e nı́ f u n k ci o n ál nı́ c h r o v ni c j e j a k ý m si h e uristi c k ý m p ost u p e m, k d y
s e d o r o v ni c d os a z ujı́ v h o d n é k o n kr é t nı́ h o d n ot y, p o m o cı́ ni c h ž s e zjistı́ n a p řı́ kl a d h o d n ot a
f u n k c e v ur čit é m b o d ě n e b o n ěj a k á vl ast n ost f u n k c e, kt er á s e d ál e v y u žij e p ři j ejı́ m hl e d á nı́.
N e e xist ujı́ st o pr o c e nt n ě u ni v er z ál nı́ h o d n ot y, kt er é b y b yl y v h o d n é ( n ě k d y a ni m o ž n é )
d os a z o v at d o k a ž d é f u n k ci o n ál nı́ r o v ni c e. Ni c m é n ě o s o b n ě s e mi o v ě řil o j a k o v h o d n é d o-
s a z o v á nı́ h o d n ot 0 , 1 , x, f(x ), − x .
P řı́ kl a d 1. Z k u sı́ m e v h o d n ý m d o s a z o v á nı́ m v y ř e šit f u n k ci o n ál nı́ r o v ni ci p r o f : R → R
f (x + y ) + f (x − y ) = f (x ) + 6x y 3 f (y ) + x 3
Ř e š e nı́. Z k usı́ m e n ej pr v e d os a dit z a x, y = 0 a d ost a n e m e f ( 0) + f ( 0) = f ( 0) + 0 · 3 f ( 0) + 0 3 ,
t e d y f ( 0) = 0. Tı́ m js m e zı́ s k ali k o n kr é t nı́ h o d n ot u f u n k c e v b o d ě 0. D os a dı́ m e-li n y nı́ d o
f u n k c e d v oji ci [x, 0] d ost a n e m e ř e š e nı́ f (x ) + f (x ) = f (x ) + 0 · 3 f ( 0) + x 3 ⇒ f (x ) = x 3 .
1 1
S pr á v n ě b y c h o m m ěli j e š t ě o v ě řit z k o u š k o u, ž e ř e š e nı́ s k ut e č n ě s pl ň uj e z a d a n o u r o v ni ci:
L = ( x + y ) 3 + ( x − y ) 3 =
= x 3 + 3 x 2 y + 3 x y 2 + y 3 + x 3 − 3 x 2 y + 3 x y 2 − y 3 = 2 x 3 + 6 x y 2 =
= x 3 + 6 x y 3 y 3 + x 3 = P
L z e s n a d n o n a hl é d n o ut, ž e v t o mt o p řı́ kl a d u b y n á m st a čil o p o u z e d os a z e nı́ [ x, 0] a d ost ali
b y c h o m r o v n o u v ý sl e d e k. C ht ěli js m e z d e o v š e m u k á z at, j a k d os a z o v a cı́ m et o d a f u n g uj e.
K d y b y c h o m n a p řı́ kl a d z v olili v e dr u h é m kr o k u p o u žitı́ o p a č n é d v oji c e, a t o [ 0 , x], zı́ s k á m e
r o v n ost f (x ) + f (− x ) = f ( 0) + 0 · 3 f (x ) + 0 3 , c o ž b y n á m n e o d h alil o k o n kr é t nı́ ř e š e nı́,
al e vl ast n ost f (− x ) = − f (x ). ( vi z d e fi ni c e 1 1 n a str. 2 8)
3. 2 C a u c h y o v a m e t o d a
C a u c h y o v a m et o d a j e p oj m e n o v á n a p o sl a v n é m fr a n c o u zs k é m m at e m ati k u A u g usti n u
L o uisi C a u c h y m. M et o d a v y u žı́ v á h ust é m n o ži n y k ř e š e nı́ f u n k ci o n ál nı́ c h r o v ni c, j eji c h ž
ř e š e nı́ m js o u s p ojit é r e ál n é f u n k c e.
D e fi ni c e 4. Řı́ k á m e, ž e f u n k c e f (x ) j e s p oji t á v b o d ě c , j estli ž e k e k a ž d é m u kl a d n é m u
čı́ sl u e xist uj e kl a d n é čı́ sl o δ t a k, ž e n er o v n ost
|f (x ) − f (c )| <
j e s pl n ě n a pr o v š e c h n y h o d n ot y x , pr o n ě ž j e
|x − c | < δ.
( J ar nı́ k, 1 9 5 5)
P o z n á m k a. Řı́ k á m e, ž e f u n k c e j e s p oji t á , p o k u d j e s p ojit á v k a ž d é m b o d ě s v é h o d e-
fi ni č nı́ h o o b or u.
D e fi ni c e 5. F u n k c e f m á v b o d ě c li mi t u L , j estli ž e pr o k a ž d é - o k olı́ b o d u L e xist uj e
t a k o v é δ - o k olı́ b o d u x 0 , ž e pr o v š e c h n a x z o k olı́ b o d u x 0 , x = x 0 p at řı́ h o d n ot y f (x ) d o
z v ol e n é h o o k olı́ b o d u L . ( D e fi ni c e li mit I)
V ě t a 1. F u n k c e f j e s p ojit á v b o d ě x 0 s v é h o d e fi ni č nı́ h o o b o r u p r á v ě t e h d y, k d y ž
li m
x → x 0
f (x ) = f (x 0 ) .
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D ů k a z. N ej pr v e si z a pı́ š e m e o b ě vl ast n osti p o dl e d e fi ni c. F u n k c e f j e s p ojit á v b o d ě x 0
z n a m e n á, ž e
∀ > 0 ∃ δ > 0 ∀ x ∈ R : |x − x 0 | < δ = ⇒ | f (x ) − f (x 0 )| < . ( 3. 1)
F u n k c e f m á v b o d ě x 0 li mit u f (x 0 ) z n a m e n á, ž e
∀ > 0 ∃ δ > 0 ∀ x ∈ R : 0 < |x − x 0 | < δ = ⇒ | f (x ) − f (x 0 )| < . ( 3. 2)
V ě t a m á t v ar e k vi v al e n c e a pr ot o ji d o k á ž e m e j a k o d v ě i m pli k a c e. N ej pr v e s e p o dı́ v á m e
n a s p ojit ost = ⇒ li mit a:
Vi dı́ m e, ž e j e di n ý r o z dı́l v d e fi ni cı́ c h j e t e n, ž e v ( 3. 2) m á m e p o ž a d a v e k 0 < |x − x 0 |, kt er ý
n á m o v š e m u ( 3. 1) nij a k n e v a dı́ a tı́ m s e d á j e d n a d e fi ni c e p ř e v é st n a dr u h o u.
V dr u h é i m pli k a ci, li mit a = ⇒ s p ojit ost, j e o p ě t r o z dı́l v p o ž a d a v k u 0 < |x − x 0 |. J e di n á
m o ž n ost, kt er o u u li mit y v yl u č uj e m e, j e x = x 0 . B u d e m e-li t ut o m o ž n ost n y nı́ z v a ž o v at,
t a k p ot o m f (x ) − f (x 0 ) = f (x 0 ) − f (x 0 ) = 0 a t e d y jist ě pl atı́, ž e 0 = |f (x ) − f (x 0 )| < .
M á m e d o k á z á n y o b ě i m pli k a c e a v ě t a t e d y pl atı́.
D e fi ni c e 6. B u di ž A ⊂ B ⊂ P ; P j e m etri c k ý pr ost or (P, δ ). P ot o m řı́ k á m e, ž e A j e
h u s t á v B , j estli ž e k a ž d ý b o d z B m á o d A v z d ál e n ost r o v n o u n ul e. ( J ar nı́ k, 1 9 5 6)
P o z n á m k a. J eli k o ž s e z a b ý v á m e p ř e v á ž n ě r e ál n ý mi f u n k c e mi a i nt er v al y v r e ál n ý c h čı́ sl e c h,
d e fi ni c e n á m vl ast n ě řı́ k á, ž e m n o ži n a A j e h ust á v B, p o k u d v k a ž d é m n e d e g e n er o v a n é m
i nt er v al u1 z B e xist uj e b o d z A.
V ě t a 2. M n o ži n a r a ci o n ál nı́ c h čı́ s el j e v m n o ži n ě r e ál n ý c h čı́ s el h u st á.
D ů k a z. C h c e m e d o k á z at, ž e m á m e-li li b o v ol n ý i nt er v al ( a, b ), k d e a, b ∈ R , t a k p ot o m
e xist uj e q ∈ Q t a k o v é, ž e a < q < b .
1. O z n a čı́ m e d él k u i nt er v al u = b − a > 0. P ot o m jist ě e xist uj e n 0 ∈ N : n 0 >
1 , c o ž
j e t ot é ž j a k o > 1
n 0
.
2. N e c ht’ b > 0 ∗ , p ot o m jist ě l z e n ajı́ t t a k o v é m 0 ∈ N , ž e pl atı́
m 0
n 0
< b ≤ m 0 + 1
n 0
.
3. D ál e n e c ht’ m 0
n 0
≤ a ⇐ ⇒ − a ≤ − m 0
n 0
.
1 N e o b s a h uj e p o u z e j e d e n b o d
∗ Pr o b ≤ 0 s e d o k a z uj e o b d o b n ě
1 3
Z 2 . a 3 . kr o k u p ř e d p o kl á d á m e, ž e čı́ sl o m 0
n 0
j e m e n šı́ n e ž b a z á r o v e ň m e n šı́ n e b o r o v n o n e ž
a – t e d y, ž e t ot o čı́ sl o l e žı́ mi m o i nt er v al ( a, b ). P ot o m al e
= b − a ≤









dı́ k y č e m u ž d o c h á zı́ m e k e s p or u < a čı́ sl o m 0
n 0
=: q ∈ Q m usı́ t e d y l e ž et m e zi a, b .
D e fi ni c e 7. Řı́ k á m e, ž e čı́ sl o a ∈ R j e li mi t o u p o sl o u p n o s ti{ a n } ( n e b o ž e { a n } k o n-
v e r g uj e k a ), j estli ž e pr o k a ž d é > 0 e xist uj e t a k o v é k ∈ N , ž e pr o v š e c h n a n ≥ k j e
|a n − a | < .
( Ves el ý, 1 9 9 7)
V ě t a 3. N e c ht ’ m n o ži n a A j e h u st á n a m n o ži n ě r e ál n ý c h čı́ s el. P ot o m k e k a ž d é m u čı́ sl u
a ∈ R e xi st uj e k o n v e r g e nt nı́ p o sl o u p n o st a 1 , a2 , · · · ∈ A , kt e r á m á z a li mit u čı́ sl o a .
D ů k a z. Dı́ k y v ě t ě 2 vı́ m e, ž e k e k a ž d é m u > 0 e xist uj e a n t a k o v é, ž e a n ∈ (a − , a + ).
Ve z m e m e-li n y nı́ p o u z e h o d n ot y : = 1
n








c o ž o d p o vı́ d á k o n v er g e n ci p osl o u p n osti a n k čı́ sl u a .
V ě t a 4. N e c ht ’ j s o u f : A → B a g : A → B s p ojit é f u n k c e, kt e r é n a b ý v ajı́ st ej n ý c h
f u n k č nı́ c h h o d n ot n a n ěj a k é h u st é m n o ži n ě C ⊆ A , p ot o m j s o u f a g t ot o ž n é.
D ů k a z. Ve z m ě m e a ∈ R . Dı́ k y v ě t ě 3 vı́ m e, ž e e xist uj e p osl o u p n ost { a n } , kt er á m á z a
li mit u čı́ sl o a . A pr ot o ž e vı́ m e, ž e pr o k a ž d é a ∈ A j e f (a ) = g (a ), m á m e
f (a ) = li m
n → ∞
f (a n ) = li m
n → ∞
g (a n ) = g (a ).
P o z n á m k a. V ě t y 2, 3, 4 a j eji c h d ů k a z y js o u p ř e v z at y z p u bli k a c e F u n k ci o n ál nı́ r o v ni c e
o d Lj u b o mir a D a vi d o v a.
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N y nı́ m ů ž e m e p o ps at, v č e m s p o čı́ v á C a u c h y o v a m et o d a. S est á v á z n ě k oli k a kr o k ů:
1. N al e z n e s e a d o k á ž e, n a p řı́ kl a d d os a z o v a cı́ m et o d o u, ř e š e nı́ f u n k ci o n ál nı́ r o v ni c e n ej-
pr v e pr o v š e c h n a p řir o z e n á čı́ sl a.
2. U k á ž e s e, ž e ř e š e nı́ pl atı́ pr o v š e c h n a kl a d n á r a ci o n ál nı́ čı́ sl a.
3. R o z šı́ řı́ s e pl at n ost ř e š e nı́ n a z á p or n á r a ci o n ál nı́ čı́ sl a a n ul u.
4. V y u žij e s e v ě t y 4 a tı́ m s e ř e š e nı́ p ř e n es e i n a v š e c h n a r e ál n á čı́ sl a.
Kl asi c k é p řı́ kl a d y v y u žı́ v ajı́ cı́ C a u c h y o v u m et o d u s e n a c h á zı́ v n á sl e d ujı́ cı́ k a pit ol e.
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K a pi t ol a 4
F u n k ci o n ál nı́ r o v ni c e v e d o u cı́ n a
el e m e n t á r nı́ f u n k c e
4. 1 El e m e n t á r nı́ f u n k c e
V m at e m ati c k é a n al ý z e e xist uj e s k u pi n a f u n k cı́, kt er é l z e n a z ý v at el e m e nt á r nı́. N e z n a m e n á
t o n ut n ě, ž e b y s e j e d n al o o f u n k c e j e d n o d u c h é, n ý br ž z á kl a d nı́.
D e fi ni c e 8. Z a el e m e n t á r nı́ f u n k c e b u d e m e p o v a ž o v at n á sl e d ujı́ cı́ f u n k c e – k o nst at nı́,
i d e nti c k á, e x p o n e n ci ál nı́, l o g arit mi c k á, si n us, ar k ussi n us, o d m o c ni n y. D ál e f u n k c e, kt er é z
ni c h v z ni k n o u p o m o cı́ o p er a cı́ s čı́ t á nı́, o d čı́ t á nı́, n á s o b e nı́, d ěl e nı́ a s kl á d á nı́ f u n k cı́.
P ři p o m e n e m e si p ř e d pis y j e d n otli v ý c h el e m e nt á r nı́ c h f u n k cı́:
1. K o n s t a t nı́ f (x ) = c , k d e c ∈ R ; D f = R
2. I d e n ti c k á f (x ) = x ; D f = R
3. E x p o n e n ci ál nı́ f (x ) = a x , k d e a ∈ R + − { 1 } ; D f = R
4. L o g a ri t mi c k á f (x ) = l o g a x , k d e a ∈ R
+ − { 1 } ; D f = R
+
5. Si n u s f (x ) = si n x ; D f = R
6. A r k u s si n u s f (x ) = ar csi n x ; D f = − 1 , 1
7. O d m o c ni n y f (x ) = n
√
x , k d e n ∈ N ; D f = R ∨ R
+
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D ál e b u d o u v pr á ci z k o u m á n y f u n k ci o n ál nı́ r o v ni c e, j eji c h ž ř e š e nı́ m js o u pr á v ě el e m e nt á r nı́
f u n k c e. N ě kt er é z t ě c ht o f u n k ci o n ál nı́ c h r o v ni c b u d o u ř e š e n y C a u c h y h o m et o d o u ( vi z
str. 1 2), ost at nı́ v h o d n ý m p ř e v e d e nı́ m n a ji ž v y ř e š e n é r o v ni c e.
P ři ř e š e nı́ n á sl e d ujı́ cı́ c h f u n k ci o n ál nı́ c h r o v ni c b u d e m e v y u žı́ v at n ě kt er é vl ast n osti el e-
m e nt á r nı́ c h f u n k cı́ a pr ot o si j e z d e n ej pr v e u v e d e m e a d o k á ž e m e.
V ě t a 5. P r o ∀ x ∈ R + , a ∈ R + − { 1 } pl atı́ : x = a (l o g a x ) .
D ů k a z. V yj d e m e z t o h o, ž e l o g arit mi c k á a e x p o n e n ci ál nı́ f u n k c e js o u i n v er z nı́:
l o ga x = y ( 4. 1)
⇐ ⇒
a y = x ( 4. 2)
D os a z e nı́ m ( 4. 1) d o ( 4. 2) r o v n o u m á m e a (l o g a x ) = x .
V ě t a 6. P r o ∀ x ∈ R + , a ∈ R + − { 1 } , r ∈ R pl atı́: l o ga x
r = r · l o ga x .
D ů k a z. O z n a čı́ m e l o g a x = y a p ř e pı́ š e m e si r o v n ost p o dl e d e fi ni c e l o g arit m u a d ál e b u-
d e m e u pr a v o v at:
a y = x / r
a y r = x r ⇐ ⇒ l o ga x
r = y r ( 4. 3)
N a k o n e c n a hr a dı́ m e-li v ( 4. 3) y z ( 4. 1) d ost a n e m e d o k a z o v a n o u vl ast n ost l o g a x
r = r l o ga x .
D ů sl e d e k. Pr o r ∈ Z , r s u d é m ů ž e m e pr o x = 0 v y u žı́ v at vl ast n ost l o g a x
r = r · l o ga |x |.
D ů k a z. Pr ot o ž e j e r s u d é, m ů ž e m e h o z a ps at j a k o r = 2 k , k d e k ∈ Z . P ot o m, v y u žij e m e-li
p ř e d c h o zı́ v ě t y, m á m e
l o ga x
r = l o g a x
( 2 k ) = l o g a x









l o ga x
2 = r l o ga x
2
1
2 = r l o ga
√
x 2 = r l o ga |x |.
V ě t a 7. P r o ∀ x, y ∈ R + , a ∈ R + − { 1 } pl atı́: l o ga (x y ) = l o g a x + l o g a y .
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D ů k a z. O z n a č m e n ej pr v e l o g a x = u a l o g a y = v . Z d e fi ni c e l o g arit m u vı́ m e, ž e pl atı́
a u = x a a v = y . P ot o m
x y = a u · a v
x y = a ( u + v ) / l o ga
l o ga (x y ) = l o g a a
( u + v ) = u + v = l o g a x + l o g a y
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4. 2 A di ti v nı́ f u n k c e
J a k o pr v nı́ f u n k ci o n ál nı́ r o v ni ci, kt er á v e d e n a n ěj a k é el e m e nt á r nı́ f u n k c e, b u d e m e ř e šit
f (x + y ) = f (x ) + f (y ) . ( 4. 4)
R o v ni ci ř e šı́ m e pr o s p ojit é f u n k c e f : R → R . ( U n á sl e d ujı́ cı́ c h r o v ni c, n e b u d e-li ji n a k, ji ž
n e b u d e m e u v á d ě t.)
N ej pr v e d os a dı́ m e d o r o v ni c e z a [ x, y ] p ost u p n ě d v oji c e [x, x ], [ 2x, x ], . . . , [(n − 1) x, x ] a d o-
st a n e m e r o v n osti
f (x + x ) = f (x ) + f (x ) ⇐ ⇒ f ( 2x ) = 2f (x )
f ( 2x + x ) = f ( 2x ) + f (x ) ⇐ ⇒ f ( 3x ) = 3f (x )
...
f ((n − 1) x + x ) = f ((n − 1) x ) + f (x ) ⇐ ⇒ f (n x ) = n f (x ) ( 4. 5)
Z e v zt a h u ( 4. 5) pl y n e f (n ) = n f ( 1) a o z n a čı́ m e-li f ( 1) = c ∈ R , v y c h á zı́ n á m, ž e
f (n ) = n · c pr o ∀ n ∈ N . S v y u žitı́ m t é t o r o v n osti v e z m ě m e n y nı́ m, n li b o v ol n á p řir o z e n á




( 4. 5 )
= f n ·
m
n







D o p ů v o d nı́ r o v ni c e f (x + y ) = f (x ) + f (y ) d os a dı́ m e [ 0 , 0] a v y c h á zı́ f ( 0) = f ( 0) + f ( 0),
t e d y f ( 0) = 0. T o jist ě o d p o vı́ d á ( 4. 5) pr o n = 0. N a k o n e c d os a dı́ m e d v oji ci [ x, − x ]:
f (x − x ) = f (x ) + f (− x )
f ( 0) = f (x ) + f (− x ) , k d e f ( 0) = 0
0 = f (x ) + f (− x )
f (− x ) = − f (x )
Tı́ m m á m e d o k á z á n o, ž e f u n k c e f (x ) = x · c pr o ∀ x ∈ Q , c ∈ R . Z C a u c h y o v y m et o d y
t e d y v y pl ý v á, ž e f (x ) = x · c pr o v š e c h n a r e ál n á čı́ sl a x .
Z k o u š k o u l z e j e d n o d u š e o v ě řit, ž e f u n k c e f j e o pr a v d u ř e š e nı́ m:
L = c (x + y ) = c x + c y = P
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4. 3 E x p o n e n ci ál nı́ f u n k c e
D ál e b u d e m e ř e šit f u n k ci o n ál nı́ r o v ni ci
f (x + y ) = f (x ) · f (y ) , ( 4. 6)
a t o t a k é C a u c h y o v o u m et o d o u. P ost u p n ě d os a dı́ m e [ x, x ], . . . , [(n − 1) x, x ]:
f (x + x ) = f (x ) · f (x ) ⇐ ⇒ f ( 2x ) = (f (x )) 2
...
f ((n − 1) x + x ) = f ((n − 1) x ) · f (x ) ⇐ ⇒ f (n x ) = (f (x )) n ( 4. 7)
L z e t e d y vi d ě t, ž e f (n ) = (f ( 1)) n = c n pr o ∀ n ∈ N . D ál e d o k á ž e m e pl at n ost pr o kl a d n é





( 4. 7 )
= f n ·
m
n









D os a dı́ m e d v oji ci [ 0 , 0] d o p ů v o d nı́ r o v ni c e a m á m e f ( 0) = (f ( 0)) 2 , t e d y b u d’ f ( 0) = 0
n e b o f ( 0) = 1. P o k u d b y s e f ( 0) = 0, p o d os a z e nı́ [ x, 0] d ost a n e m e r o v n ost f (x ) =
f (x ) · f ( 0) , k d e f ( 0) = 0 =⇒ f (x ) = 0 pr o li b o v ol n é x . Te d y f u n k c e f j e k o nst a nt nı́
n ul o v á f u n k c e, c o ž j e jist ě ř e š e nı́ m f u n k ci o n ál nı́ r o v ni c e f (x + y ) = f (x ) · f (y ).
Z a b ý v ej m e s e t e d y f u n k c e mi, pr o kt er é pl atı́ f ( 0) = 1. 1 U ž j e n z b ý v á d o k á z at r o v n ost
f (x ) = c x pr o z á p or n é h o d n ot y p o m o cı́ d v oji c e [ x, − x ]:
f ( 0) = f (x ) · f (− x )
1 = f (x ) · f (− x )
f (− x ) =
1
f (x )
f (− x ) = (f (x )) − 1
Tı́ m j e d o k á z á n o, ž e f (x ) = c x j e ř e š e nı́ m r o v ni c e pr o ∀ x ∈ Q . Dı́ k y C a u c h y o v ě m et o d ě
i pr o v š e c h n a x ∈ R . Z k o u š k a:
L = c ( x + y ) = c x · c y = P
Vi dı́ m e, ž e ř e š e nı́ m js o u v š e c h n y e x p o n e n ci ál nı́ f u n k c e s r e ál n ý m z á kl a d e m. P o k u d b y c h o m
c ht ěli z ajistit, a b y ř e š e nı́ m b yl a p ř e s n ě f u n k c e e x , st a čı́ p o u z e p ři d at p o d mı́ n k u, ž e
f ( 0) = 1. 2
1 Ji st ě s pl ň uj e v zt a h ( 4. 7)
2 f ( 0) j e d eri v a c e f u n k c e f v b o d ě 0
2 0
4. 4 L o g a ri t mi c k é f u n k c e
N y nı́ s e p o dı́ v á m e n a o p a č n ý p řı́ p a d o p er a cı́, a t o n a f u n k ci o n ál nı́ r o v ni ci
f (x y ) = f (x ) + f (y ) . ( 4. 8)
Te nt o kr á t s e p o k usı́ m e n ej pr v e d os a dit h o d n ot y [ x, x ], [x 2 , x], . . . , [x ( n − 1 ) , x]:
f x 2 = 2 f (x ) ( 4. 9)
f x 3 = 3 f (x )
...
f (x n ) = n f (x )
O v š e m z t é t o vl ast n osti n el z e ni c ur čit pr o f (n ). P o k u d z a x z v olı́ m e 1, d ost a n e m e f ( 1 n ) =
n f ( 1), n e b oli f ( 1) = n f ( 1).
T ut o r o v ni ci t e d y v y ř e šı́ m e tri k o v ý m z a v e d e nı́ m g (x ) : = f (a x ) , k d e a ∈ R + − { 1 } .3 P ot o m
g (x + y ) = f a ( x + y ) = f (a x · a y ) = f (a x ) + f (a y ) = g (x ) + g (y )
Ř e š e nı́ f u n k ci o n ál nı́ r o v ni c e pr o g z n á m e z k a pit ol y 4. 2 a j e jı́ m g (x ) = c x , k d e c ∈ R .
S v y u žitı́ m t o h ot o ř e š e nı́ a v ě t y 5 m á m e
f (x )
x > 0
= f a (l o g a x ) = g (l o g a x ) = c · l o ga x
Tı́ m js m e v y ř e šili r o v ni ci pr o x > 0.
Pr o x < 0 st a čı́ a b y c h o m x u m o c nili n a li b o v ol n é s u d é čı́ sl o, n a p ř. 2, a p ot é ji ž x 2 kl a d n é
b u d e. V y u žij e m e n a vı́ c d ů sl e d k u z a v ě t o u 6 n a str. 1 7:
2 f (x )
( 4. 9 )
= f x 2 = f a ( l o ga x
2 ) = g l o ga x
2 = g ( 2 l o g a |x |) = c · 2 l o g a |x |
P o v y d ěl e nı́ d v ě m a d ost a n e m e ř e š e nı́ i pr o z á p or n é h o d n ot y x . Z b ý v á t e d y u ž j e n p řı́ p a d,
k d y j e x = 0. D os a z e nı́ m d v oji c e [ x, 0] d o p ů v o d nı́ r o v ni c e d ost a n e m e f ( 0) = f (x ) + f ( 0),
n e b oli f (x ) = 0 pr o ∀ x ∈ R . V ý sl e d n á f u n k c e f j e t e d y




c · l o ga |x | pr o x > 0 ∨ x < 0
0 pr o x = 0
3 a j e o m e z e n o z d ů v o d u vl a st n o stı́, kt e r é j s o u p o u žı́ v á n y d ál e
2 1
P o z n á m k a. Pr o x > 0 js m e d ost ali ř e š e nı́ c · l o ga x , c o ž j e jist ě s h o d n é j a k o c · l o ga |x |,
pr ot o s e m o hl a ř e š e nı́ pr o x > 0 a x < 0 s p ojit d o j e d n o h o.
O p ě t j e d n o d u š e o v ě řı́ m e, ž e f u n k c e f j e s k ut e č n ě ř e š e nı́ m r o v ni c e:
L = c · l o ga |x y | = c (l o g a |x | + l o g a |y |) = c · l o ga |x | + c · l o ga |y | = P
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4. 5 M o c ni n n é f u n k c e
U ž n á m z b ý v á p o u z e p osl e d nı́ k o m bi n a c e s čı́ t á nı́ a n á s o b e nı́, t e d y f u n k ci o n ál nı́ r o v ni c e
f (x y ) = f (x ) · f (y ) . ( 4. 1 0)
D os a z o v á nı́ h o d n ot p o m o c n ý c h k ř e š e nı́ C a u c h y o v o u m et o d o u b y n á m z d e d al o r o v n ost
f (x n ) = f n (x ), a t o b y n á m v ur č e nı́ t o h o, č e m u s e r o v n á f (n ), n e p o m o hl o.
K ř e š e nı́ r o v ni c e p o u žij e m e o p ě t v h o d n é p ř e v e d e nı́ n a p ř e d c h o zı́, ji ž v y ř e š e n o u, r o v ni ci.
N ej pr v e a pli k uj e m e n a o b ě str a n y r o v ni c e pr o x > 0 f u n k ci l o g a x a z a v e d e m e n o v o u f u n k ci
g : = g (x ) = l o g a (f (x )), k d e m usı́ b ý t f (x ) > 0:
l o ga (f (x y )) = l o g a (f (x ) · f (y )) = l o g a (f (x )) + l o g a (f (y )) n e b oli
g (x y ) = g (x ) + g (y )
Ř e š e nı́ pr o f u n k ci g z n á m e z p ř e d c h o zı́ r o v ni c e g (x ) = c · l o ga |x |. P ot o m f u n k c e f j e
f (x ) = a l o ga ( f ( x ) ) = a g ( x ) = a c ·l o ga |x | = a l o ga |x |
c
= |x |c .
Pr o x < 0 o p ě t st a čı́ v y c h á z et z li b o v ol n é s u d é m o c ni n y x :
f x 2 = f 2 (x ) = a l o ga ( f ( x ) )
2
= a 2 l o g a |f ( x ) | = a l o ga |f ( x ) |
2
= a g ( x )
2
= a c ·l o ga |x |
2
= ( |x |c )
2
P o o d m o c n ě nı́ d v ě m a m á m e s h o d n ý v ý sl e d e k j a k o pr o x > 0. P osl e d nı́ m o ž n ost, a t o
x = 0, v y ř e šı́ m e d os a z e nı́ m [ 0 , 0], d o p ů v o d nı́ r o v ni c e. St ej n ě j a k o u r o v ni c e ( 4. 6) v y c h á zı́
f ( 0) = f 2 ( 0), t e d y f ( 0) = 0 ∨ f ( 0) = 1.
1. f ( 0) = 1:
[x, 0] − → f ( 0) = f (x ) · f ( 0) =⇒ f (x ) = 1, pr o ∀ x ∈ R
Vi dı́ m e, ž e f j e k o nst at nı́ j e d n ot k o v á f u n k c e a t a jist ě ř e šı́ z a d a n o u f u n k ci o n ál nı́
r o v ni ci, pr ot o ž e 1 = 1 · 1.
2. f ( 0) = 0:
Pr o k a ž d o u f u n k ci f (x ) = |x |c , k d e c = 0, pl atı́, ž e f ( 0) = 0 a t at o f u n k c e f j e t e d y
ř e š e nı́ m.
K o nst at nı́ ř e š e nı́ z b o d u 1. l z e c h á p at j a k o |x |c , pr o c = 0.
O b e c n é ř e š e nı́ l z e t e d y v yj á d řit j a k o f (x ) = |x |c , k d e c ∈ R .
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4. 6 S p e ci ál nı́ el e m e n t á r nı́ f u n k c e
P o dı́ v ej m e s e n y nı́ n a d v a z ajı́ m a v é p řı́ p a d y n e p atr n é h o p o z m ě n ě nı́ z a d á nı́ el e m e nt á r nı́ c h
f u n k ci o n ál nı́ c h r o v ni c.
1.
f (x + y ) = f (x ) + y ( 4. 1 1)
D os a dı́ m e [ 0 , x] a d ost á v á m e r o v n ost f (x ) = f ( 0) + x , k d e f ( 0) = c ∈ R a t e d y
f (x ) = x + c .
Z k o u š k a:
L = x + y + c = x + c + y = P
2.
f (x y ) = f (x ) · y ( 4. 1 2)
R o v ni ci v y ř e šı́ m e d v ě m a z p ů s o b y.
( a) D os a dı́ m e [ x, 1
x
] ( k d e x = 0), p ot o m f ( 1) = f (x ) · 1
x
= ⇒ f (x ) = x · c .4
( b) P o m o cı́ v h o d n é s u bstit u c e a p ř e v e d e nı́ n a ji ž v y ř e š e n o u r o v ni ci. P o u žij e m e n a
r o v ni ci pr o x > 0 f u n k ci l o g a (x ) ( pr o v š e c h n y h o d n ot y a pr o kt er é m á f u n k c e
s m ysl) a d e fi n uj e m e f u n k ci g : = g (x ) = l o g a (f (x )), p ot o m
l o ga (f (x y )) = l o g a (f (x ) · y )
l o ga (f (x y )) = l o g a (f (x )) + l o g a (y )
g (x y ) = g (x ) + l o g a (y )
D os a dı́ m e [ 1 , x] a o z n a čı́ m e g ( 1) = b ∈ R , ab = c ∈ R :
g (x ) = b + l o g a (x )
↓
f (x ) = a l o ga ( f ( x ) ) = a g ( x ) = a (l o g a x + b ) = a l o ga x · a b = x · c
4 Pr o x = 0 j e ř e š e nı́ t a k é s pl n ě n o
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D v a kr á t js m e p ři v y u žı́ v á nı́ p ř e pis u p ř e s f u n k ci g v y u žili v ě t u 5.
Pr o x < 0 b y c h o m p ři v y u žitı́ d ů sl e d k u z a v ě t o u 6 z e str. 1 7 o b d o b n ý m
z p ů s o b e m d ost ali v ý sl e d e k f 2 (x ) = x 2 · c 2 , c o ž p o o d m o c n ě nı́ d v ě m a d á v á
s h o d n ý v ý sl e d e k j a k o pr o x > 0.
Z k o u š k o u o p ě t m ů ž e m e l e h c e o v ě řit pl at n ost ř e š e nı́:
L = x · y · c = x · c · y = P
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4. 7 G o ni o m e t ri c k é f u n k c e
Z el e m e nt á r nı́ c h f u n k cı́, kt er é l z e d e fi n o v at p o m o cı́ f u n k ci o n ál nı́ c h r o v ni c, js m e u k á z ali
t é m ě ř v š e c h n y. V n e p osl e d nı́ ř a d ě s e p o dı́ v á m e n a g o ni o m etri c k é f u n k c e si n us a k osi n us.
D e fi ni c e 9. ( Tri g o n o m etri c k á ) V pr a v o ú hl é m tr oj ú h el nı́ k u A B C s p ř e p o n o u c a o d-
p o vı́ d ajı́ cı́ mi 5 o d v ě s n a mi a, b a ú hl y α, β, γ d e fi n uj e m e f u n k ci si n u s d a n é h o ú hl u j a k o p o dı́l
o d p o vı́ d ajı́ cı́ ( pr otil e hl é ) o d v ě s n y a p ř e p o n y. A f u n k ci k o si n u s j a k o p o dı́l n e o d p o vı́ d ajı́ cı́
( p řil e hl é ) o d v ě s n y a p ř e p o n y.
O br á z e k 4. 1: G o ni o m etri c k é f u n k c e v pr a v o ú hl é m tr oj ú h el nı́ k u
( B arts c h, 1 9 6 5)
D e fi ni c e 1 0. ( F u n k ci o n ál nı́ ) F u n k c e si n( x ), c os( x ) m ajı́ t yt o vl ast n osti ( v y c h á z ejı́ cı́ z o b-
l o u k o v é d e fi ni c e g o ni o m etri c k ý c h f u n k cı́ ):
1. Js o u d e fi n o v á n y pr o v š e c h n y x .
2. Pr o li b o v ol n á x, y j e
si n(x + y ) = si n(x ) · c os( y ) + c os(x ) · si n(y ) ( 4. 1 3)
c os( x + y ) = c os(x ) · c o s (y ) − si n(x ) · si n(y ) ( 4. 1 4)
c os( − x ) = c os(x ), si n(− x ) = − si n(x )
5 Vr c h ol u A o d p o vı́ d á v nit ř nı́ ú h el α a p r ot ěj šı́ s t r a n a a at d.
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3. E xist uj e kl a d n é čı́ sl o, kt er é o z n a čı́ m e z n a k e m π , t a k o v é, ž e f u n k c e si n(x ) j e r ost o u cı́
v i nt er v al u 0 , π
2
a ž e si n π
2
= 1; mi m o t o j e si n( 0) = 0.




( J ar nı́ k, 1 9 5 5)
P o m o cı́ vl ast n ostı́ u v e d e n ý c h v d e fi ni ci 1 0 l z e d o k á z at d al šı́ vl ast n osti a vı́ c e či m é n ě z n á m é
v z or c e pr o f u n k c e si n us a k osi n us ( vi z. J ar nı́ k V. - Dif er e n ci ál nı́ p o č et I, s. 2 1 3- 2 1 6).
V t é t o pr á ci s e ni c m é n ě o m e z uj e m e j e n n a d o k a z o v á nı́ el e m e nt á r nı́ c h f u n k cı́ v ýl u č n ě p o-
m o cı́ f u n k ci o n ál nı́ c h r o v ni c b e z p o u žitı́ d al šı́ c h p oj m ů dif er e n ci ál nı́ h o p o č t u, j a k o js o u
d eri v a c e a li mit a.
D ál e t e d y v yj d e m e z t z v.
”
s o u č t o v ý c h v z or c ů “ pr o f u n k c e si n us a k osi n us a d o k á ž e m e
n ě kt er é vl ast n osti f u n k cı́ p o u z e p o m o cı́ t ě c ht o r o v ni c.
f (x − y ) = f (x ) · g (y ) − f (y ) · g (x ) ( 4. 1 5)
g (x − y ) = g (x ) · g (y ) + f (x ) · f (y ) ( 4. 1 6)
P o z n á m k a. N a r o z dı́l o d f u n k ci o n ál nı́ d e fi ni c e z á m ě r n ě v y c h á zı́ m e z e s o u č t o v ý c h v z or c ů
r o z dı́l u, pr ot o ž e dı́ k y t o m u m ů ž e m e d o k á z at i n ě kt er é d al šı́ vl as n osti z d e fi ni c e 1 0.
1. f ( 0) = 0; g ( 0) = 1:
D os a dı́ m e d o r o v ni c [ 0 , 0] a d ost a n e m e f ( 0) = f ( 0) · g ( 0) − f ( 0) · g ( 0) a g ( 0) =
g 2 ( 0) + f 2 ( 0). Z pr v nı́ z r o v n ostı́ d ost á v á m e r o v n o u, ž e f ( 0) = 0 a p o d os a z e nı́ d o
dr u h é m á m e g ( 0) = g 2 ( 0). B u d’ s e t e d y g ( 0) = 0 ∨ g ( 0) = 1:
( a) g ( 0) = 0:
P ot o m o v š e m, p o d os a z e nı́ [ x, 0] d o r o v ni c ( 4. 1 5) a ( 4. 1 6), zjistı́ m e, ž e f (x ) = 0
i g (x ) = 0. T o z n a m e n á, ž e f u n k c e f i g js o u k o nst at nı́ n ul o v é f u n k c e. T a k o v á
f u n k c e jist ě ř e šı́ o b ě r o v ni c e. M y o v š e m hl e d á m e n etri vi ál nı́ f u n k c e.
( b) g ( 0) = 1
D o k á z ali js m e, ž e p ři hl e d á nı́ n e n ul o v é h o ř e š e nı́ j e f ( 0) = 0 a g ( 0) = 1.
2. f 2 (x ) + g 2 (x ) = 1:
D os a dı́ m e d v oji ci [ x, x ] d o r o v ni c e ( 4. 1 6) a r o v n o u d ost a n e m e g (x − x ) = g (x ) ·g (x ) +
f (x ) · f (x ) n e b oli g 2 (x ) + f 2 (x ) = g (x − x ) = g ( 0) = 1.
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3. F u n k c e f j e li c h á; g j e s u d á:
D e fi ni c e 1 1. Ř e k n e m e, ž e f u n k c e f j e li c h á, j estli ž e pr o k a ž d é x, − x ∈ D f pl atı́
f (− x ) = − f (x ). ( H áj k o v á, 2 0 1 2)
D e fi ni c e 1 2. Ř e k n e m e, ž e f u n k c e f j e s u d á , j estli ž e pr o k a ž d é x, − x ∈ D f pl atı́
f (− x ) = f (x ). ( H áj k o v á, 2 0 1 2)
C h c e m e u k á z at, ž e f (− x ) = − f (x ) a g (− x ) = g (x ) a pr ot o z k usı́ m e d os a dit d o
( 4. 1 5) a ( 4. 1 6) d v oji ci [ 0 , x]:
f ( 0 − x ) = f ( 0) · g (x ) − f (x ) · g ( 0) =⇒ f (− x ) = − f (x ) ( 4. 1 7)
g ( 0 − x ) = g ( 0) · g (x ) + f ( 0) · f (x ) =⇒ g (− x ) = g (x ) ( 4. 1 8)
D o k á z ali js m e, ž e f (− x ) = − f (x ) a g (− x ) = g (x ) a dl e d e fi ni c e 1 1 f u n k c e f j e li c h á
a d e fi ni c e 1 2 f u n k c e g s u d á.
4. f a g js o u p eri o di c k é:
M ěj m e n y nı́ kl a d n é r e ál n é α a d o k á ž e m e n á sl e d ujı́ cı́ e k vi v al e n ci:
f (x + 2 α ) = f (x ) ∧ g (x + 2 α ) = g (x ) ⇐ ⇒ f (α ) = 0
( a) f (x + 2 α ) = f (x ) ∧ g (x + 2 α ) = g (x ) =⇒ f (α ) = 0
P ř e d p o kl á d ej m e f (x + 2 α ) = f (x ) ∧ g (x + 2 α ) = g (x ), p ot o m
f ( 2α ) = f ( 2α + 0) = f ( 0) = 0
f ( 2α ) = f (α − (− α )) = f (α ) · g (− α ) − f (− α ) · g (α ) = 2 · f (α ) · g (α )
g ( 2α ) = g ( 2α + 0) = g ( 0) = 1
g ( 2α ) = g (α − (− α )) = g (α ) · g (− α ) + f (α ) · f (− α ) = g 2 (α ) − f 2 (α )
S p ojı́ m e-li p o d v o u pr a v é str a n y p ř e d c h o zı́ c h v zt a h ů, d ost a n e m e r o v n osti
2 · f (α ) · g (α ) = 0
g 2 (α ) − f 2 (α ) = 1
J e di n á m o ž n ost, pr o kt er o u js o u o b ě r o v n osti s pl n ě n y, j e f (α ) = 0 ∧| g (α )| = 1. 6
Z á r o v e ň i n y nı́ vı́ m e, ž e f ( 2α ) = 0 a g ( 2α ) = 1.
6 P o k u d b y g (α ) = 0, p ot o m − f 2 (α ) = 1 n e m á ř e š e nı́
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( b) f (α ) = 0 =⇒ f (x + 2 α ) = f (x ) ∧ g (x + 2 α ) = g (x )
V y u žij e m e t o h o, ž e js m e u k á z ali |g (α )| = 1 ⇐ ⇒ g 2 (α ) = 1
f (x + 2 α ) = f (x ) · g (− 2 α ) − f (− 2 α ) · g (x ) =
= f (x ) [g (− α ) · g (α ) + f (− α ) · f (α )] − [f (− α ) · g (α ) − f (α ) · g (− α )] g (x ) =
= f (x ) g 2 (α ) − f 2 (α ) − [− f (α ) · g (α ) − f (α ) · g (α )] g (x ) =
= f (x ) [ 1 − 0] − [− 0 − 0] g (x ) = f (x )
g (x + 2 α ) = g (x ) · g (− 2 α ) + f (x α ) · f (− 2 α ) =
= g (x ) [g (− α ) · g (α ) + f (− α ) · f (α )] + f (x ) [f (− α ) · g (α ) − f (α ) · g (− α )] =
= g (x ) g 2 (α ) − f 2 (α ) + f (x ) [− f (α ) · g (α ) − f (α ) · g (α )] =
= g (x ) [ 1 − 0] + f (x ) [− 0 − 0] = g (x )
D o k á z ali js m e o b ě i m pli k a c e a t e d y e k vi v al e n c e j e t a k é d o k á z á n a, a tı́ m f u n k c e f, g
js o u p eri o di c k é.
5. f a g js o u o m e z e n é:
V y u žij e m e r o v n ost z b o d u 2.
f 2 (x ) = 1 − g 2 (x )
√
= ⇒ | f (x )| = 1 − g 2 (x ), k d e 1 − g 2 (x ) ≥ 0
Z p o d mı́ n k y d ost á v á m e, ž e |g (x )| ≤ 1, a z t o h o i |f (x )| ≤ 1. F u n k c e f i g m ajı́ o b or
h o d n ot = − 1 , 1 a js o u t e d y o m e z e n é.
C el á k a pit ol a b yl a p oj at a o dli š n ý m st yl e m n e ž k a pit ol y p ř e d c h o zı́, k d e js m e r o v n o u z e
z a d a n ý c h r o v ni c d e fi n o v ali k o n kr é t nı́ el e m e nt á r nı́ f u n k c e. P ři p o k us u d e fi n o v á nı́ f u n k cı́
si n us a k osi n us p o u z e z e z a d a n ý c h r o v ni c d os a z o v a cı́ n e b o C a u c h y h o m et o d o u ( vi z k a pit ol a
3 n a str. 1 1) n ar a zı́ m e n a pr o bl é m tr a ns c e n d e nt n osti f u n k cı́. 7
P o u žitı́ z mı́ n ě n ý c h m et o d n a p o č á t e č nı́ s o u č t o v é v z or c e ( 4. 1 3), ( 4. 1 4) a p o k us o d e fi n o v á nı́
g o ni o m etri c k ý c h f u n k cı́ s e n a c h á zı́ v p řı́l o z e A (str. 4 3).
P o z n á m k a. D o k á z ali js m e vl ast n osti, kt er é o d p o vı́ d ajı́ ú r o v ni c el é pr á c e. Z áj e m c e o d ů k a z
d al šı́ c h vl ast n ostı́ l z e o d k á z at n a k ni h u M at e m ati c k á a n al ý z a pr o u čit el e o d Ji řı́ h o Ve-
s el é h o ( M A T F Y Z P R E S S, 1 9 9 7).
7 Tr a n s c e n d et nı́ f u n k c e j e f u n k c e, kt er á n e s pl ň uj e ž á d n o u p ol y n o mi c k o u r o v ni ci s p ol y n o mi c k ý mi k o e-
fi ci e nt y. N e b oli, ž e ji n el z e v yj á d ři t k o n e č n ý m s o u č t e m p ol y n o mi c k ý c h f u n k cı́. ( F u čı́ k, M at e m ati k a 1)
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O dli š n ý ( ni c m é n ě tr o c h u n á r o č n ěj šı́ ) st yl d e fi n o v á nı́ f u n k c e si n us p o m o cı́ f u n k ci o n ál nı́
r o v ni c e s e n a c h á zı́ v čl á n k u A F u n cti o n al E q u ati o n C h ar a ct erisi n g t h e Si n e o d R. A. R o-
s e n b a u m a a S. L. S e g al a, kt er ý j e v e ř ej n ě d ost u p n ý n a htt ps: / / w w w.jst or. or g /st a bl e / 3 6 1 2 5 5 2.
3 0
K a pi t ol a 5
Ř e š e nı́ k o n k r é t nı́ c h p řı́ kl a d ů
Z a d á nı́ a i ns pir a ci k ř e š e nı́ n á sl e d ujı́ cı́ c h p řı́ kl a d ů js e m č er p al z p ř e d n á š k y R N Dr. Ali c e
Bı́l é, P h. D. v r o c e 2 0 1 8 v r á m ci p ř e d m ě t u R o v ni c e a n er o v ni c e II n a t é m a f u n k ci o n ál nı́
r o v ni c e. D ál e t a k é z b a k al á ř s k é pr á c e n a t é m a F u n k ci o n ál nı́ r o v ni c e o d Fr a nti š k a K o n o-
p e c k é h o, dis ert a č nı́ pr á c e n a t é m a El e m e nt á r nı́ m et o d y ř e š e nı́ f u n k ci o n ál nı́ c h r o v ni c o d
P etr a Š at n é h o a z m at eri ál ů n a p ř e d n á š k u o d Fr a nti š k a K o n o p e c k é h o n a t é m a F u n k-
ci o n ál nı́ r o v ni c e, d ost u p n é z:
htt ps: / / m ks. m ff. c u ni. c z /li br ar y / F u n k ci o n al n e R o v ni c e F K / F u n k ci o n al n e R o v ni c e F K. p df
P řı́ kl a d 2. N al e z n ět e v š e c h n y f u n k c e f : R → R , kt e r é s pl ň ujı́ r o v ni ci
f (x + y ) + 2f (x − y ) − 4 f (x ) + x f (y ) = 3y 2 − x 2 − 2 x y + x y 2 .
Ř e š e nı́. N ej pr v e z v olı́ m e x, y = 0 a p o d os a z e nı́ d o r o v ni c e m á m e f ( 0) + 2f ( 0) − 4 f ( 0) +
0 f ( 0) = 3 · 0 2 − 0 2 − 2 · 0 · 0 + 0 · 0 2 , n e b oli − f ( 0) = 0 ⇒ f ( 0) = 0. N y nı́ z k usı́ m e d os a dit
d o r o v ni c e d v oji ci [ x, 0]:
f (x ) + 2f (x ) − 4 f (x ) + x f ( 0) = 0 − x 2 − 0 + 0
− f (x ) = − x 2
f (x ) = x 2
Z k o u š k o u o v ě řı́ m e, ž e f u n k c e f (x ) = x 2 j e s k ut e č n ě ř e š e nı́ m f u n k ci o n ál nı́ r o v ni c e:
L = ( x + y ) 2 + 2( x − y ) 2 − 4 x 2 + x y 2 =
= x 2 + 2 x y + y 2 + 2 x 2 − 2 x y + y 2 − 4 x 2 + x y 2 =
= − x 2 − 2 x y + x y 2 + 3 y 2 = P
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P řı́ kl a d 3. N al e z n ět e v š e c h n y f u n k c e f : R → R , kt e r é s pl ň ujı́ r o v ni ci
y f (x ) + x f (y ) = f (x + y ).
Ř e š e nı́. D os a dı́ m e o p ě t n ej pr v e [ 0 , 0], z č e h o ž d ost a n e m e 0 f ( 0) + 0f ( 0) = f ( 0 + 0) ⇒
f ( 0) = 0 a p o z v ol e nı́ x = x ∧ y = 0 m á m e 0 f (x ) + x f ( 0) = f (x + 0), t e d y f (x ) = 0.
F u n k c e s pl ň ujı́ cı́ z a d a n o u f u n k ci o n ál nı́ r o v ni ci j e p o u z e k o nst at nı́ n ul o v á f u n k c e.
P o z n á m k a. T at o f u n k ci o n ál nı́ r o v ni c e m ěl a r y c hl é a p o m ě r n ě n e z ajı́ m a v é ř e š e nı́. P o dı́ v ej m e
s e n y nı́ n a ř e š e nı́ p o d o b n é r o v ni c e s m al o u z m ě n o u n a pr a v é str a n ě.
P řı́ kl a d 4. N al e z n ět e v š e c h n y f u n k c e f : R → R , kt e r é s pl ň ujı́ r o v ni ci
y f (x ) + x f (y ) = f (x y ).
Ř e š e nı́. C el o u r o v ni ci n ej pr v e v y d ělı́ m e x y ( pr o x, y = 0) → f ( x )
x
+ f ( y )
y
= f ( x y )
x y
. D e fi n uj e m e
n o v o u f u n k ci g (x ) : = f ( x )
x
a tı́ m d ost a n e m e r o v ni ci
g (x ) + g (y ) = g (x y )
Dl e ( 4. 8) n a str. 2 1 vı́ m e, ž e ř e š e nı́ m t é t o r o v ni c e j e g (x ) = c · l o ga |x |, a tı́ m d ost a n e m e
i ř e š e nı́ p ů v o d nı́ r o v ni c e pr o x = 0: f (x ) = c · x · l o ga |x |.
Pr o x = 0 j e g (x ) = 0 a t e d y i f (x ) = x · 0 = 0.
P řı́ kl a d 5. N al e z n ět e v š e c h n y f u n k c e f : R → R , kt e r é s pl ň ujı́ r o v ni ci
f (x + y ) + 2(x − y ) = 3f (x ) − y.
Ř e š e nı́. Z k usı́ m e o p ě t d os a z o v at
”
kl asi c k é “ d v oji c e d o r o v ni c e.
1. [ 0 , 0]:
P ot o m f ( 0 + 0) + 2 f ( 0 − 0) = 3 f ( 0) − 0 =⇒ 3 f ( 0) = 3f ( 0). T ot o d os a z e nı́ n á m ni c
n e vr á til o a m usı́ m e z k usit ji n é.
2. [ x, 0]:
f (x + 0) + 2 f (x + 0) = 3 f (x ) − 0 - vi dı́ m e, ž e t o n á m o p ě t n e p o m o hl o, pr ot o ž e
d ost a n e m e 3 f (x ) = 3f (x ).
3. [ 0 , x] a [ 0, − x ]:
P ři t o mt o d os a z e nı́ v y c h á zı́ f (x ) + 2f (− x ) = 3f ( 0) − x a f (− x ) + 2f (x ) = 3f ( 0) + x .
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N e zı́ s k ali js m e si c e k o n kr é t nı́ ř e š e nı́, al e p ři v h o d n é m s p oj e nı́ o b o u r o v ni c d o j e d n é
ji ž ř e š e nı́ d ost a n e m e:
f (x ) + 2f (− x ) = 3f ( 0) − x
2 f (x ) + f (− x ) = 3f ( 0) + x \ · (− 2)
↓ +
− 3 f (x ) + 0f (− x ) = − 3 f ( 0) − 3 x \ : (− 3)
f (x ) = f ( 0) + x
O z n a čı́ m e-li f ( 0) = c ∈ R d ost a n e m e v š e c h n a ř e š e nı́ r o v ni c e a t o f (x ) = x + c .
Vi dı́ m e, ž e r o v ni c e m á s h o d n é ř e š e nı́ j a k o r o v ni c e ( 4. 1 1) n a str. 2 4. P ř e pı́ š e m e-li t e d y l e v o u
str a n u z d e p o dl e f (x + y ) = f (x ) + y , d ost a n e m e r o v n ost f (x ) + y + 2( f (x ) − y ) = 3f (x ) − y ,
c o ž p ř e s n ě o d p o vı́ d á pr a v é str a n ě z a d a n é r o v ni c e.
P řı́ kl a d 6. N al e z n ět e v š e c h n y f u n k c e f : Z + → Z + , kt e r é s pl ň ujı́ r o v ni ci
f (x y ) = f (x )f (y ) − f (x + y ) + 1 ∧ f ( 1) = 2.
Ř e š e nı́. D os a dı́ m e d o r o v ni c e p ost u p n ě d v oji c e [ 1 , 1] , [ 1, 2]:
f ( 1) = f ( 1)f ( 1) − f ( 2) + 1
f ( 1 ) = 2
= ⇒ 2 = 2 · 2 − f ( 2) + 1 =⇒ f ( 2) = 3
f ( 2) = f ( 1)f ( 2) − f ( 3) + 1 =⇒ 3 = 2 · 3 − f ( 3) + 1 =⇒ f ( 3) = 4
D o k á ž e m e t e orii f (n ) = n + 1 m at e m ati c k o u i n d u k cı́. P ř e d p o kl á d ej m e, ž e pr o n ∈ Z +
pl atı́ f (n − 1) = n , p ot o m p o d os a z e nı́ [ 1, n − 1]:
f (n − 1) = f ( 1)f (n − 1) − f (n ) + 1 =⇒ f (n ) = f ( 1)f (n − 1) − f (n − 1) + 1 = 2 n − n + 1 = n + 1
D o k á z ali js m e t e d y, ž e pr o ∀ x ∈ Z + j e ř e š e nı́ m r o v ni c e f u n k c e f (x ) = x + 1.
Z k us m e n y nı́ r o v ni ci v y ř e šit b e z p o d mı́ n k y f ( 1) = 2. B u d e m e t e d y ř e šit p o u z e f u n k ci o n ál nı́
r o v ni ci f (x y ) = f (x )f (y ) − f (x + y ) + 1 pr o ∀ x, y ∈ Z + . D os a z e nı́ m [ 1, 1] m á m e r o v n ost
f ( 1) = f ( 1)f ( 1) − f ( 1 + 1) + 1 =⇒ f 2 ( 1) − f ( 1) − f ( 2) + 1 = 0
P o dı́ v á m e s e n a k v a dr ati c k o u r o v ni ci pr o n e z n á m o u f ( 1):
f ( 1) 1 ,2 =
1 ± 1 − 4 ( − f ( 2) + 1)
2
=
1 ± 4 f ( 2) − 3
2
= ⇒ f ( 1) =
1 + 4 f ( 2) − 3
2
= c ∈ Z +
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P o z n á m k a. Hl e d á m e f ( 1) ∈ Z + a t e d y m o ž n ost s
”
mi n us “ n e m á s m ysl.
O z n a čili js m e f ( 1) = c a z k v a dr ati c k é r o v ni c e si v yj á d řı́ m e, č e m u s e r o v n á f ( 2):
f ( 2) = f 2 ( 1) − f ( 1) + 1 = c 2 − c + 1
D os a dı́ m e n y nı́ d o p ů v o d nı́ r o v ni c e p ost u p n ě d v oji c e [ 1 , 2] , [ 1, 3] , [ 1, 4] , . . . a v yj á d řı́ m e
f ( 3), f( 4), f( 5), . . .
f ( 3) = f ( 1)f ( 2) − f ( 2) + 1 = c (c 2 − c + 1) − (c 2 − c + 1) + 1 =
= c 3 − c 2 + c − c 2 + c − 1 + 1 = c 3 − 2 c 2 + 2 c
f ( 4) = (f ( 1) − 1) f ( 3) + 1 = ( c − 1) c 3 − 2 c 2 + 2 c + 1 = c 4 − 3 c 3 + 4 c 2 − 2 c + 1
f ( 5) = c 5 − 4 c 4 + 7 c 3 − 6 c 2 + 3 c
...
K a ž d ý d al šı́ čl e n l z e zı́ s k at z čl e n u p ř e d c h o zı́ h o a d ost á v á m e tı́ m r e k ur e nt n ě z a d a n o u
p osl o u p n ost f (n ) = (c − 1) f (n − 1) + 1, kt er á s pl ň uj e z a d a n o u r o v ni ci.
P o z n á m k a. P o k u d b y c h o m n y nı́ p ři d ali p o d mı́ n k u, ž e f ( 1) = 2, t a k vi dı́ m e, ž e
f (n ) = ( c − 1) f (n − 1) + 1 = ( f ( 1) − 1) f (n − 1) + 1 =
= f (n − 1) + 1 = (( c − 1) f (n − 2) + 1) + 1 = f (n − 2) + 2 = · · ·
· · · = f (n − (n − 1)) + ( n − 1) = f ( 1) + n − 1 = 2 + n − 1 = n + 1
P řı́ kl a d 7. N al e z n ět e v š e c h n y f u n k c e f : R + → R + , kt e r é s pl ň ujı́ r o v ni ci




Ř e š e nı́. Z k usı́ m e o p ě t d os a z o v at h o d n ot y. Pr ot o ž e f u n k c e m á b ý t d e fi n o v á n a pr o kl a d n é
h o d n ot y, n e m á s m ysl z k o u š et 0 a z k usı́ m e t e d y n ej pr v e x, y = 1:
f ( 1) = 1 + f ( 1) −
1
f ( 1)
∗ f ( 1 )
= ⇒ f 2 ( 1) = f ( 1) + f 2 ( 1) − 1
f ( 1) = 1
N y nı́ d os a dı́ m e [ x, 1] a d ost a n e m e f (x 2 ) = x + f ( 1) − 1
f ( 1 )
, t e d y f (x 2 ) = x . P o k u d b y c h o m
mı́ st o x d os a dili
√
x ,1 d ost ali b y c h o m p ř e s n ý p ř e d pis f u n k c e f (x ) =
√
x .
1 O d m o c ni n a m á v t o mt o p řı́ p a d ě s m y sl, p r ot o ž e hl e d á m e f u n k c e n a R +
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P řı́ kl a d 8. N al e z n ět e v š e c h n y f u n k c e f : R → R , kt e r é s pl ň ujı́ r o v ni ci
f (x )f (y ) − f (x y ) = x + y.
Ř e š e nı́. Z k usı́ m e o p ě t n ej pr v e d os a dit [ 1 , 1]:
f 2 ( 1) − f ( 1) = 2
f 2 ( 1) − f ( 1) − 2 = 0
(f ( 1) + 1) ( f ( 1) − 2) = 0
f ( 1) = − 1 ∨ f ( 1) = 2
B u d e m e t e d y d ál e pr a c o v at s d v ě m a m o ž n ost mi. D os a dı́ m e [ x, 1] d o r o v ni c e a d ost a n e m e
f (x )f ( 1) − f (x ) = x + 1
1. f ( 1) = − 1:
f (x ) · (− 1) − f (x ) = x + 1
− 2 f (x ) = x + 1
f (x ) = −
x + 1
2
2. f ( 1) = 2:
f (x ) · ( 2) − f (x ) = x + 1
f (x ) = x + 1
V y šl a n á m d v ě ř e š e nı́ a s n a d n o m ů ž e m e z k o u š k o u o v ě řit, ž e pr v nı́ z ni c h r o v ni ci n es pl ň uj e.







x y + 1
2
=
(x + 1) ( y + 1)
4
+




(x + 1)( y + 1) + 2( x y + 1)
4
=




x + y + 3 x y + 3
4
= x + y = P 1
Dr u h é ř e š e nı́ p o d os a z e nı́ d o z k o u š k y r o v ni ci s pl ň uj e:
L 2 = ( x + 1)( y + 1) − (x y + 1) = x y + x + y + 1 − x y − 1 = x + y = P 2
P řı́ kl a d 9. N al e z n ět e v š e c h n y f u n k c e f : R → R , kt e r é s pl ň ujı́ r o v ni ci
f (x + y ) − f (x − y ) = x y.
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Ř e š e nı́. Z v olı́ m e d os a z e nı́ d v oji c e [ x + 1 , x − 1]:
f ((x + 1) + ( x − 1)) − f ((x + 1) − (x − 1)) = ( x + 1)( x − 1)
f ( 2x ) − f ( 2) = x 2 − 1
f ( 2x ) = x 2 − 1 + f ( 2)
c ∈ R
Zjistili js m e, ž e f ( 2x ) = x 2 + c a t e d y n a hr a dı́ m e-li x → x
2














(x + y ) 2
4
−









= x y = P




. D ost ali b y c h o m r o v n o u




, n e b oli f (x ) = x
2
4
+ f ( 0)
c
.
P řı́ kl a d 1 0. N al e z n ět e v š e c h n y f u n k c e f : R → R , kt e r é s pl ň ujı́ r o v ni ci
f (x 2 + y ) + f (f (x ) − y ) = 2f (f (x )) + 2y 2 .
Ř e š e nı́. D os a z o v at d o t o h ot o p řı́ kl a d u j e d n o d u c h é h o d n ot y, j a k o js m e t o d ěl ali u p ř e d c h o zı́ c h
p řı́ kl a d ů, b y n á m m o c n e p o m o hl o. V r o v ni ci s e t oti ž o bj e v uj e f u n k c e f v n o ř e n á d o d al šı́
f u n k c e f . Z k usı́ m e n ej pr v e d os a dit d v oji ci [x, f (x )]:
f (x 2 + f (x )) + f (f (x ) − f (x ))
= f ( 0 )
= 2 f (f (x )) + 2f 2 (x ) ( 5. 1)
Z atı́ m t o v y p a d á, ž e d os a z e nı́ n á m k ř e š e nı́ r o v ni c e m n o h o n e p o m o hl o. Ni c m é n ě, d os a dı́ m e-
li j e š t ě d v oji ci [x, − x 2 ], zjistı́ m e, ž e r o v ni c e p o d os a z e nı́ j s o u si p o d o b n é.
f (x 2 − x 2 )
= f ( 0 )
+ f (f (x ) + x 2 ) = 2f (f (x )) + 2 · (− x 2 ) 2 ( 5. 2)
O d e č t e m e-li n y nı́ r o v ni ci ( 5. 2) o d r o v ni c e ( 5. 1), zı́ s k á v á m e 0 = 2 f 2 (x ) − 2 x 4 , c o ž p o
p ř e v e d e nı́ a v y d ěl e nı́ d v ě m a d á v á f 2 (x ) = x 4 . Te d y d ost á v á m e d v ě ř e š e nı́:
f (x ) = x 2 ∨ − x 2
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Z k o u š k o u o v ě řı́ m e o b ě ř e š e nı́:
1. f (x ) = x 2 :
L = x 2 + y
2
+ ( x 2 − y )
2
= x 4 + 2 x 2 y + y 2 + x 4 − 2 x 2 y + y 2 =
= 2 x 4 + 2 y 2 = 2 f (x 2 ) + 2y 2 = 2 f (f (x )) + 2y 2 = P
2. f (x ) = − x 2 :
L = − x 2 + y
2
− (− x 2 − y )
2
=
= − x 4 − 2 x 2 y − y 2 − x 4 − 2 x 2 y − y 2 = − 2 x 4 − 4 x 2 y − 2 y 2 =
= − 2 x 4 + 2 y 2 = 2 − − x 2
2
+ 2 y 2 = P
Ř e š e nı́ m p řı́ kl a d u j e t e d y p o u z e f u n k c e f (x ) = x 2 .
P řı́ kl a d 1 1. N al e z n ět e v š e c h n y kl a d n é f u n k c e f : R → R , p r o kt e r é pl atı́ f ( 1) = 2 a kt e r é
s pl ň ujı́ r o v ni ci
f (x + y ) + f (x − y ) = 2(f (x ) + f (y )).
Ř e š e nı́. N ej pr v e d os a dı́ m e d o r o v ni c e z a x, y = 0 a zjistı́ m e, ž e 2 f ( 0) = 4f ( 0), n e b oli
f ( 0) = 0. N y nı́ v y ř e šı́ m e s a m ot n o u r o v ni ci C a u c h y o v o u m et o d o u. D os a dı́ m e d o r o v ni c e
t e d y p ost u p n ě d v oji c e [ x, x ], [ 2x, x ], . . . :
f (x + x ) + f (x − x ) = 2(f (x ) + f (x ))
f ( 2x ) = 4 f (x ) ( 5. 3)
f ( 2x + x ) + f ( 2x − x ) = 2(f ( 2x ) + f (x ))
f ( 3x ) + f (x ) = 2( 4f (x ) + f (x ))
f ( 3x ) = 9 f (x )
...
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B u d e m e d ál e d o k a z o v at m at e m ati c k o u i n d u k cı́ p ř e d p o kl a d, ž e pr o ∀ n ∈ N , n ≥ 2 pl atı́:
f (n x ) = n 2 f (x ). Pr o n = 2 r o v n ost jist ě pl atı́ z ( 5. 3). P ř e d p o kl á d ej m e, ž e pr o n − 1 a n
pl atı́: f (n x ) = n 2 f (x ). D o k á ž e m e r o v n ost i pr o n + 1 d os a z e nı́ m [ n x, x ]:
f (n x + x ) + f (n x − x ) = 2(f (n x ) + f (x ))
f ((n + 1) x ) + f ((n − 1) x ) = 2f (n x ) + 2f (x )
f ((n + 1) x ) = 2n 2 f (x ) + 2f (x ) − (n − 1) 2 f (x )
f ((n + 1) x ) = 2 n 2 + 2 − n 2 − 2 n + 1 f (x )
f ((n + 1) x ) = (n + 1) 2 f (x )
O z n a čı́ m e f ( 1) = c ∈ R , a tı́ m m á m e, ž e f (n ) = c n 2 .
Ve z m e m e m, n ∈ N :
n 2 · f
m
n
= f n ·
m
n







· f ( 1)
M á m e tı́ m d o k á z á n o, ž e f (x ) = c x 2 pr o v š e c h n a x ∈ Q + . D os a z e nı́ m [ 0, x] zjistı́ m e, ž e
f (− x ) = f (x ). S p ol u s tı́ m, ž e f ( 0) = 0 m á m e d o k á z á n o u pl at n ost ř e š e nı́ f (x ) = c x 2 pr o
v š e c h n a r a ci o n ál nı́ čı́ sl a. Z C a u c h o v y m et o d y v y pl ý v á, ž e f u n k c e f (x ) = c x 2 , k d e c ∈ R
j e pl at n á pr o v š e c h n a r e ál n á x .
Z k o u š k a:
L = c (x + y ) 2 + c (x − y ) 2 = c x 2 + 2 x y + y 2 + c x 2 − 2 x y + y 2 =
= 2 c x 2 + 2 c y 2 = 2 c x 2 + c y 2 = P
P řı́ kl a d 1 2. N al e z n ět e v š e c h n y f u n k c e f : R → R , kt e r é s pl ň ujı́ r o v ni ci
(f (x ) + f (y )) (f (u ) + f (v )) = f (x u − y v ) + f (x v + y u ) .
Ř e š e nı́. N ej pr v e d o r o v ni c e z k usı́ m e d os a dit x, y, u, v = 0:
(f ( 0) + f ( 0)) (f ( 0) + f ( 0)) = f ( 0) + f ( 0)
4 f 2 ( 0) = 2f ( 0)
f ( 0) [ 2f ( 0) − 1] = 0
f ( 0) = 0 ∨ f ( 0) =
1
2
1. f ( 0) = 1
2
:
P o d os a z e nı́ [ x, 0 , 0 , 0] d ost a n e m e r o v n ost














, n e b oli f (x ) =
1
2
pr o ∀ x ∈ R .
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2. f ( 0) = 0:
D al šı́ m v h o d n ý m d os a z e nı́ m, t e nt o kr á t [ 1 , 0 , 1 , 0], zjistı́ m e d al šı́ h o d n ot u f u n k c e f :
(f ( 1) + f ( 0)) (f ( 1) + f ( 0)) = f ( 1) + f ( 0)
(f ( 1) + 0) ( f ( 1) + 0) = f ( 1) + 0
f 2 ( 1) = f ( 1)
f ( 1) = 0 ∨ f ( 1) = 1
( a) f ( 1) = 0:
P o d os a z e nı́ [ x, 0 , 1 , 1] m á m e ( f (x ) + 0) ( 0 + 0) = f (x ) + f (x ), t e d y f (x ) = 0.
( b) f ( 1) = 1:
Zjistı́ m e d al šı́ m d os a z o v á nı́ m vl ast n osti f u n k c e f , kt er é v y u žij e m e p ři hl e d á nı́
n e k o nst at nı́ h o ř e š e nı́ r o v ni c e.
[ 0, x, 1 , 1] : ( f ( 0) + f (x )) (f ( 1) + f ( 1)) = f ( 0 − x ) + f ( 0 + x ) − → f (x ) · 2 =
f (− x ) + f (x ), z t o h o vi dı́ m e f (x ) = f (− x ) t e d y, ž e f u n k c e f j e s u d á.
[x, 0 , y, 0] : ( f (x ) + f ( 0)) (f (y ) + f ( 0)) = f (x y ) + f ( 0) − → f (x )f (y ) = f (x y )
Ř e š e n o u r o v ni ci z e z a d a n é h o p řı́ kl a d u js m e p ř e v e dli n a el e m e nt á r nı́ f u n k ci o n ál nı́
r o v ni ci ( 4. 1 0) n a str. 2 3 a vı́ m e, ž e j ejı́ m ř e š e nı́ m j e f u n k c e |x |c .2
[ 1, 1 , 1 , 1] : ( f ( 1) + f ( 1)) 2 = f ( 0) + f ( 2) − → f ( 2) = 4
Vı́ m e-li n y nı́, ž e ř e š e nı́ m b u d e f u n k c e v e t v ar u |x |c a ž e f ( 2) = 4, p ři p a d á
v ú v a h u j e di n á f u n k c e a t o x 2 .
Ž e j e f u n k c e s k ut e č n ě ř e š e nı́ m m ů ž e m e o v ě řit C a u c h y o v o u m et o d o u p o ps a n o u n a str. 1 2.
D o k á ž e m e n ej d řı́ v e m at e m ati c k o u i n d u k cı́ pr o v š e c h n a p řir o z e n á n , ž e f (n ) = n 2 . Pr o
n = 1 jist ě pl atı́. P ř e d p o kl á d ej m e pl at n ost pr o li b o v ol n é n − 1 a n a d o k á ž e m e pl at n ost
2 Ř e š e nı́ m r o v ni c e ( 4. 1 0) j e i f u n k c e f (x ) = 1, kt er á o v š e m n á š p řı́ kl a d z d e n e ř e šı́.
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pr o n + 1:
[n, 1 , 1 , 1] − → (f (n ) + f ( 1)) (f ( 1) + f ( 1)) = f (n − 1) + f (n + 1)
(f (n ) + 1) · 2 = f (n − 1) + f (n + 1)
f (n + 1) = 2 f (n ) + 2 − f (n − 1)
f (n + 1) = 2 n 2 + 2 − (n − 1) 2
f (n + 1) = 2 n 2 + 2 − n 2 + 2 n − 1
f (n + 1) = n 2 + 2 n + 1 = ( n + 1) 2
Ve z m ě m e n y nı́ m, n ∈ N :
n 2 · f
m
n
= f n ·
m
n










M á m e t e d y d o k á z á n o, ž e f (x ) = x 2 pr o ∀ x ∈ Q + . Vı́ m e n a vı́ c, ž e f u n k c e f j e s u d á (t e d y
f (− x ) = f (x )) a ž e f ( 0) = 0 = 0 2 . S p oj e nı́ m t ě c ht o vl ast n ostı́ d ost á v á m e p ř e d p o kl a d k e
C a u c h y o v ě m et o d ě, a pr ot o ∀ x ∈ R : f (x ) = x 2 j e ř e š e nı́ m r o v ni c e.
N a z á v ě r o p ě t o v ě řı́ m e z k o u š k o u:
L = ( f (x ) + f (y )) (f (u ) + f (v )) = x 2 + y 2 u 2 + v 2 = ( x u ) 2 + ( x v ) 2 + ( y u ) 2 + ( y v ) 2 =
= ( x u ) 2 − 2 x u y v + ( y v ) 2 + ( x v ) 2 + 2 x v y u + ( y u ) 2 = ( x u − y v ) 2 + ( x v + y u ) 2 = P
4 0
K a pi t ol a 6
Z á v ě r
Cı́l e m pr á c e b yl o pr o p ojit vl ast n osti el e m e nt á r nı́ c h f u n k cı́ d o t é m at u f u n k ci o n ál nı́ c h r o v-
ni c. Z pr v u js m e d e fi n o v ali z á kl a d nı́ p oj m y, kt er ý mi b yl y f u n k c e a r o v ni c e, z t o h o js m e
s p oj e nı́ m u k á z ali, c o js o u a čı́ m s e z a b ý v ajı́ f u n k ci o n ál nı́ r o v ni c e.
Te or eti c k y a pr a kti c k y js m e p ř e d v e dli d v ě z á kl a d nı́ m et o d y ř e š e nı́ f u n k ci o n ál nı́ c h r o v ni c.
C a u c h y o v u m et o d u js m e n ej pr v e u v e dli n ě k oli k a d e fi ni c e mi a v ě t a mi, a b y č t e n á ři b yl o
z c el a j as n é, s čı́ m m et o d a pr a c uj e.
V n á sl e d ujı́ cı́ k a pit ol e js m e s e n ej pr v e s e z n á mili s p oj m e m
”
el e m e nt á r nı́ f u n k c e “ a p ot é,
z a p o m o ci p ř e d c h o zı́ c h m et o d n e b o v h o d n ý c h p ř e v e d e nı́, js m e v y ř e šili r o v ni c e, j eji c h ž
ř e š e nı́ m b yl a pr á v ě el e m e nt á r nı́ f u n k c e. U f u n k cı́ si n us a k osi n us js m e d o k á z ali n ě k oli k
j eji c h vl ast n ostı́ p o m o cı́ f u n k ci o n ál nı́ c h r o v ni c a n á z or n ě t a k p ř e d v e dli, ž e n e v ž d y j e
m o ž n é p řı́ kl a d y j e d n o z n a č n ě v y ř e šit z a p o m o cı́ z n á m ý c h m et o d.
Z á v ě r e m b yl o p ř e dst a v e n o n ě k oli k gr a d o v a n ý c h p řı́ kl a d ů v y u žı́ v ajı́ cı́ r ů z n é m et o d y ř e š e nı́ a
j eji c h k o m bi n a c e. O d d os a z o v á nı́, p ř e s s o ust a v y r o v ni c a ž p o r o v ni c e v y u žı́ v ajı́ cı́ C a u c h y o v u
m et o d u. V š e c h n y p řı́ kl a d y js m e ř e šili sr o z u mit el n ý mi, j e d n o d u c h ý mi a l o gi c k ý mi z p ů s o b y.
V n ě kt er ý c h p řı́ p a d e c h js m e u k á z ali vı́ c e m o ž n ostı́ z p ů s o b ů ř e š e nı́ a tı́ m r o z dı́l v j eji c h
n á r o č n osti.
V ě řı́ m, ž e pr á c e s pl nil a v yt y č e n é cı́l e a pr o p ojil a r o v ni c e a el e m e nt á r nı́ f u n k c e t a k o v ý m
z p ů s o b e m, kt er ý b u d e p o c h o pit el n ý pr o k o h o k oli, k d o s e p o n o řı́ d o z k o u m á nı́ f u n k ci o n ál nı́ c h
r o v ni c.
4 1
S e z n a m p o u ži t ý c h z d r oj ů
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P řı́l o h a A
F u n k ci o n ál nı́ r o v ni c e n a
si n u s / k o si n u s ř e š e n á C a u c h y o v o u
m e t o d o u
P o k us o v y ř e š e nı́ f u n k ci o n ál nı́ r o v ni c e v e d o u cı́ n a g o ni o m etri c k é f u n k c e p o m o cı́ C a u c h y o v y
m et o d y. M ěj m e s o ust a v u d v o u f u n k ci o n ál nı́ c h r o v ni c
f (x + y ) = f (x ) · g (y ) + f (y ) · g (x )
g (x + y ) = g (x ) · g (y ) − f (x ) · f (y )
a p o k usı́ m e s e n ajı́ t f u n k c e f, g , kt er é t yt o r o v ni c e s pl ň ujı́ p o m o cı́ m et o d p o ps a n ý c h v k a-
pit ol e 3 n a str. 1 1.
D os a dı́ m e p ost u p n ě d o o b o u r o v ni c d v oji c e [ x, x ], [ 2x, x ], . . . , [n x, x ]:
f (x + x ) = f (x )g (x ) + f (x )g (x ) g (x + x ) = g (x )g (x ) − f (x )f (x )
f ( 2x ) = 2f (x )g (x ) g ( 2x ) = g 2 (x ) − f 2 (x )
f ( 3x ) = f ( 2x )g (x ) + f (x )g ( 2x ) g ( 3x ) = g ( 2x )g (x ) − f ( 2x )f (x )
f ( 3x ) = 2f (x )g (x )g (x ) + f (x ) [g 2 (x ) − f 2 (x )] g ( 3x ) = [ g 2 (x ) − f 2 (x )] g (x ) − 2 f (x )g (x )f (x )
f ( 3x ) = 2f (x )g 2 (x ) + f (x )g 2 (x ) − f 3 (x ) g ( 3x ) = g 3 (x ) − f 2 (x )g (x ) − 2 f 2 (x )g (x )
f ( 3x ) = 3f (x )g 2 (x ) − f 3 (x ) g ( 3x ) = g 3 (x ) − 3 f 2 (x )g (x )
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f ( 4x ) = f ( 3x )g (x ) + f (x )g ( 3x ) g ( 4x ) = g ( 3x )g (x ) − f ( 3x )f (x )
f ( 4x ) = [ 3f (x )g 2 (x ) − f 3 (x )] g (x ) + g ( 4x ) = [ g 3 (x ) − 3 f 2 (x )g (x )] g (x )−
+ f (x ) [g 3 (x ) − 3 f 2 (x )g (x )] − [ 3f (x )g 2 (x ) − f 3 (x )] f (x )
f ( 4x ) = 3f (x )g 3 (x ) − f 3 (x )g (x ) + g ( 4x ) = g 4 (x ) − 3 f 2 (x )g 2 (x )−
+ f (x )g 3 (x ) − 3 f 3 (x )g (x ) − 3 f 2 (x )g 2 (x ) + f 4 (x )
f ( 4x ) = 4f (x )g 3 (x ) − 4 f 3 (x )g (x ) g ( 4x ) = g 4 (x ) − 6 f 2 (x )g 2 (x ) + f 4 (x )
...
...
f (n x ) =
n
1
f (x ) · (g (x )) ( n − 1 ) −
n
3
f 3 (x ) · (g (x )) ( n − 3 ) +
n
5
f 5 (x ) · (g (x )) ( n − 5 ) − · · ·





(f (x ))( 2 ·
n
2




g (n x ) =
n
0
f 0 (x ) · (g (x )) ( n ) −
n
2
f 2 (x ) · (g (x )) ( n − 2 ) +
n
4
f 4 (x ) · (g (x )) ( n − 4 ) − · · ·




(f (x ))( 2 ·
n
2 ) · (g (x ))( n − 2 ·
n
2 )
D e fi ni c e 1 3. J a k o f u n k ci x d e fi n uj e m e ( zj e v n ě j e d n o z n a č n ě d a n é ) c el é čı́ sl o, pr o kt er é
pl atı́ x ≤ x < x + 1. T ot o čı́ sl o p a k n a z ý v á m e d ol nı́ c el o u č á s tı́ x . (Š v ar c)






2 k + 1
(f (x )) ( 2 k + 1 ) · (g (x )) ( n − 2 k − 1 ) ( A. 1)







(f (x )) ( 2 k ) · (g (x )) ( n − 2 k ) ( A. 2)
V t é t o f á zi ř e š e nı́ C a u c h y h o m et o d o u js m e v olili x = 1, a b y c h o m zjistili, c o pl atı́ pr o
∀ n ∈ N . P o d os a z e nı́ d o p ř e d c h o zı́ c h v z or c ů d ost a n e m e:






2 k + 1
(f ( 1)) ( 2 k + 1 ) · (g ( 1)) ( n − 2 k − 1 )







(f ( 1)) ( 2 k ) · (g ( 1)) ( n − 2 k )
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J eli k o ž n e z n á m e h o d n ot u f u n k cı́ f ( 1) a ni g ( 1), n e p o m ů ž e m e si d os a z e nı́ m blı́ ž e k e g o ni o-
m etri c k ý m f u n k cı́ m.
M ů ž e m e si o v š e m v ši m n o ut jist é p o d o b n osti v z or c ů s M a cl a uri n o v o u ř a d o u pr o f u n k c e
si n us a k osi n us. Pr o ú pl n ost z d e u v e d e m e j ejı́ d e fi ni ci a p o u žitı́ n a o b ě g o ni o m etri c k é
f u n k c e.
D e fi ni c e 1 4. ( M a cl a u ri n o v a ř a d a ) F u n k c e f (x ) a j ejı́ d eri v a c e m usı́ b ý t j e d n o z n a č n é,
k o n e č n é a s p ojit é v i nt er v al u m e zi 0 a x ( p o čı́ t ajı́ c v t o i n ul u). P ot o m pl atı́






(x ) 2 + · · · +
f ( n ) ( 0)
n !
(x ) n + R n .
Z b yt e k R n =
f ( n + 1 ) ( x )
(n + 1)!
x ( n + 1 ) , pr o 0 < < 1 ( L a gr a n g e ů v t v ar z b yt k u). ( A. 3)
( B arts c h, 1 9 6 5)
P o z n á m k a. U v a ž m e M a cl a uri n o v u ř a d u j d o u cı́ d o n e k o n e č n a. P ot o m L a gr a n g e ů v t v ar
z b yt k u ( A. 3) v y c h á zı́ j a k o
li m
n → ∞
f ( n + 1 ) ( x )
(n + 1)!
x ( n + 1 ) = 0 ∗
Pr o f u n k c e si n( x ), c os( x ) t e d y pl atı́:




− si n( 0)
2!
(x ) 2 +
− c os( 0)
3!
(x ) 3 + · · ·






(x ) 2 +
− 1
3!
(x ) 3 + · · ·












+ · · ·




x ( 2 k + 1 )
( 2k + 1)!
c os( x ) = c os( 0) +
− si n( 0)
1!
(x ) +
− c os( 0)
2!
(x ) 2 +
si n( 0)
3!
(x ) 3 + · · ·






(x ) 2 +
0
3!
(x ) 3 + · · ·









+ · · ·




x ( 2 k )
( 2k )!
Ve v z or cı́ c h ( A. 1) a ( A. 2) js m e s e d ost ali k v yj á d ř e nı́ n á s o b k ů h o d n ot f u n k cı́ p ř e s s o u č t y
k o m bi n a cı́ o b o u f u n k cı́, k d e ž t o v M a cl a uri n o v ý c h ř a d á c h js o u n e k o n e č n é ř a d y m o c ni n n ý c h
∗ f a kt ori ál j e d o mi n a nt nı́ v ů či m o c ni n n é f u n k ci a t e d y li m n → ∞
x ( n + 1 )
( n + 1 )! = 0
4 5
f u n k cı́. P ř e st o ž e m ajı́ o b ě v yj á d ř e nı́ n a pr v nı́ p o hl e d p o d o b n ý t v ar, n el z e b e z v y u žitı́ ji n ý c h
f u n k cı́ n e b o vl ast n ostı́ j e n a s e b e v z áj e m n ě p ř e v é st. N el z e t e d y j e n z e s o u č t o v ý c h v z or c ů
( 4. 1 3) a ( 4. 1 4) p o m o cı́ d os a z o v a cı́ a C a u c h y h o m et o d y d ost at t v ar, kt er ý b y o d p o vı́ d al
d e fi ni cı́ m g o ni o m etri c k ý c h f u n k cı́ si n us a k osi n us.
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